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Grundlegendes Modell 
Vorwärtskinematik 
Modellierungskonventionen 



Grundlegenden Modelle zur Beschreibung und Berechnung eines Roboterarms kennen 

Festlegung der Zwischensysteme verstehen 

Verstehen warum Rotation und Translation in einer Matrix zusammengefasst werden 

Geeignetes Vorgehen zur Berechnung der Stellung aus Nutzersicht kennen

Lernziele
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Modellierungskonventionen 



Strukturierung des Gebietes „Robotik“

Handhabungs-
aufgabe

Robotermodell
Stellungs-

beschreibung Bahnplanung

Kinematische Kette

Modellierungskonventionen

Interpolation von 
Zwischenpositionen

Dynamik

Hindernisse

Konfigurationsraum

Rückwärtskinematik

Vorwärtskinematik

Nutzersicht

(Koordinatentransformation, 
Matrizen, Homogene Koordinaten)

(Koordinatensysteme, Vektoren)



Ablaufsteuerung

Die Lösung dieser Aufgaben bedarf entsprechender Modelle des Roboters, welche durch das Zusammenwirken 
von mathematischem Erfassen und Betriebssoftware der Steuerung umgesetzt werden.

Steuerung

Bewegungssteuerung

Anfahren von Stellungen 

Koordination und Ausführung der Gelenkbewegung 

simultane Ansteuerung der Gelenke und 
gelenksynchrone Ausführung

Ablaufen bestimmter Bahnen 

Interpolation von Zwischenpositionen 

Verarbeitung von Hindernissen

Start
Vorgabe

Endpos.

interpolierte Pos.



Industrieroboter können als eine Kette von miteinander verbundenen Gelenken (Kinematische Kette) modelliert 
werden.

Kinematische Kette (KK) 

Verknüpfung von Gelenkkörpern mittels Achsen (A) 

Menge zusammenhängender kinematischer Paare 

Rotatorische und translatorische  Gelenke

Einfache KK

serielle Kinematik 

paarweise Verknüpfung 

Komplexe KK

parallele Kinematik 

mehrfache Verknüpfung 



Stellung des Effektors = Position + Orientierung 

Grundachsen 
Position des Effektors 

Rotationsachsen 1 bis 3 

Handachsen 
Orientierung des Effektors 

Rotationsachsen 4 bis 6 

 

Stellung eines Endeffektors 

am Beispiel eines Roboters mit sechs Freiheitsgraden

Die freie Positionierung des Effektors bedarf sechs Freiheitsgrade also mindestens sechs Achsen.

Grundachsen Handachsen



Der Industrieroboter aus Nutzersicht 
Stellungsbeschreibung

Quelle: Mitsubishi 2012

Eine Stellung aus Nutzersicht läßt sich durch die sechs Parameter der Position und Orientierung des Effektors 
eindeutig beschreiben.

Stellung = Position + Orientierung



Der Industrieroboter aus Sicht der Steuerung 
Stellungsbeschreibung

Quelle: Mitsubishi 2012

Eine Stellung aus Steuerungssicht läßt sich durch sechs Gelenkwinkel eindeutig beschreiben.

A1

A2

A3

A4 A5

A6

A1: 30° 

A2: 20° 

A3: 110° 

A4: 10° 

A5: 0° 

A6: 80°



Die Stellung eines Roboters kann auf unterschiedliche Weise beschrieben werden.  
Durch geeignete Transformationen können die Stellungsdaten umgerechnet werden.

Stellungsbeschreibungen 
Anwendungs- und technisch orientierte Betrachtungsperspektiven

Nutzersicht

Vektor(en) in einem Koordinatensystem 

Position und Orientierung des Effektors 

3 kartesische Koordinaten 

3 Winkel 

5. Kinematik

Vereinheitlichungsvorschlag von Denavit und Hartenberg, der in A genauer
besprochen ist.

Die kinematische Kette muss nicht immer bis zum Handflansch oder Effektor
geführt werden. es ist auch möglich, die Kette zu verkürzen und damit Position
und Orientierung von Zwischengelenken zu berechnen.

5.3. Die kinematische
Vorwärtstransformation

Bei N Gelenken nennen wir die Gelenkkoordinaten ✓1 . . . ✓N gegeben, wobei
dies je nach Bauart des Gelenks ein Winkel oder ein Weg ist. Position und
Orientierung des Effektors (Hand) sind x, y, z,�x,�y,�z und werden berech-
net. Die kinematische Vorwärtstransformation entspricht also folgender Ab-
bildung:
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(5.25)

Wir werden ein einfaches Beispiel elementargeometrisch durchrechnen und
ein etwas komplexeres mit der Matrizenmethode.

5.3.1. Kinematische Vorwärtstransformation
elementargeometrisch am
TR-Roboter

An unserem TR-Roboter (siehe ) gibt es nur zwei Gelenkkoordinaten: Die Ver-
schiebung des Schlittens um den Betrag d aus der Nullstellung heraus und
das hochschwenken um den Winkel ✓. Zwei Achsen reichen natürlich nicht
aus um einen dreidimensionalen Arbeitsraum zu erreichen und auch nicht
zur freien Orientierung. Im Überblick

Gelenkkordinaten: d, ✓
Kartesische Koordinaten x, y, z (immer 0)

�x (immer 0), �y (immer 0), �z (nicht frei wählbar)
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Konfigurationsraum

Vektor mit Gelenkstellungen 

Winkel oder Verschiebungen 

Relative Stellung eines kinematischen Paares 

Grundlage für die technische Steuerung

5. Kinematik
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(5.42)

Für die Rückwärtstransformation müssen entweder elementargeometrisch al-
le Winkel und Strecken aus den geometrischen Zusammenhängen entnom-
men werden. Das wird extrem schwer, wenn es sich um 5 oder 6 Rotationsge-
lenke handelt. In diesem Fall wechselt man auf die Matrizenmethode und for-
muliert die kinematische Kette als Matrizenprodukt:

0TN = A1A2A3 · · ·AN

Die Auflösung dieser Gleichung nach den Gelenkkoordinaten ist ein inverses
Probleme und macht häufig erhebliche Probleme: Durch jedes Rotationsgelenk
entstehen auf der rechten Seite Terme, die gemischte Produkte von Sinus-
und Cosinusfunktionen enthalten, mit den gesuchten Gelenkwinkeln als Ar-
gumente. Die Auflösung nach diesen Argumenten ist schwierig. Oft muss mit
inversen DH-Matrizen multipliziert werden, um weiterzukommen. Selbst bei
dem einfachen Beispiel mit nur drei Achsen in Abschn. 5.4.4 ist die Auflösung
nach den Gelenkwinkeln nicht einfach. Ein erstes Beispiel für diese Probleme
haben wir bei der Bestimmung der Orientierung kennengelernt (s. auch Gl.
5.18), die ja ebenfalls ein inverses Problem darstellt.

Mehrdeutigkeiten

Es existieren oft mehrere Lösungen, von denen nicht alle einer realen Arm-
stellung entsprechen. In manchen Fällen entspricht das Auftreten mehre-
re Lösungen aber auch der geometrischen Realität. Zum Beispiel kann ein
SCARA-Roboter einen Raumpunkt immer in zwei Konfigurationen erreichen,
nämlich mit dem Ellenbogen nach links und nach rechts gedreht. Auch unser
TR-Roboter weist Mehrdeutigkeit auf, in Abb.5.19 ist gezeigt, wie der Roboter
eine Sollposition in zwei Konfigurationen anfahren kann.

Singularitäten

Singularitäten sind spezielle Situationen, in denen die mathematische Er-
mittlung der Gelenkwinkel mit vorgegebener Geschwindigkeit des TCP nicht
möglich ist. Sie werden im Abschnitt 5.5 besprochen.
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Vorwärts- 
kinematik

Rückwärts- 
kinematik
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Ausgehend von der Geometrie des Roboters erfolgt die Formalisierung in ein System von Transformationen, die 
als Parameter die Drehwinkel beinhalten und die Stellung des Effekts im BKS errechnen.

Lösungsidee Vorwärtskinematik 
Schrittweise Transformationen
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Achse Θ d a α
1 1Θ 0 1a 2π−

2 2Θ 0 2a 0
3 3Θ 0 3a 2π−

4 4Θ 4d 0 2π

5 5Θ 0 0 2π−

6 6Θ 0 0 0

5. Kinematik

Vereinheitlichungsvorschlag von Denavit und Hartenberg, der in A genauer
besprochen ist.

Die kinematische Kette muss nicht immer bis zum Handflansch oder Effektor
geführt werden. es ist auch möglich, die Kette zu verkürzen und damit Position
und Orientierung von Zwischengelenken zu berechnen.

5.3. Die kinematische
Vorwärtstransformation

Bei N Gelenken nennen wir die Gelenkkoordinaten ✓1 . . . ✓N gegeben, wobei
dies je nach Bauart des Gelenks ein Winkel oder ein Weg ist. Position und
Orientierung des Effektors (Hand) sind x, y, z,�x,�y,�z und werden berech-
net. Die kinematische Vorwärtstransformation entspricht also folgender Ab-
bildung:
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Wir werden ein einfaches Beispiel elementargeometrisch durchrechnen und
ein etwas komplexeres mit der Matrizenmethode.

5.3.1. Kinematische Vorwärtstransformation
elementargeometrisch am
TR-Roboter

An unserem TR-Roboter (siehe ) gibt es nur zwei Gelenkkoordinaten: Die Ver-
schiebung des Schlittens um den Betrag d aus der Nullstellung heraus und
das hochschwenken um den Winkel ✓. Zwei Achsen reichen natürlich nicht
aus um einen dreidimensionalen Arbeitsraum zu erreichen und auch nicht
zur freien Orientierung. Im Überblick

Gelenkkordinaten: d, ✓
Kartesische Koordinaten x, y, z (immer 0)

�x (immer 0), �y (immer 0), �z (nicht frei wählbar)
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Gegeben Gesucht

Ein Koordinatensystem pro Achse 

Ermittlung der jeweiligen Übergänge von KS zu KS entlang der 
kinematischen Kette 

Zusammenfassung zu der Gesamttransformation
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Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten

Die Auswahl des Koordinatensystems kann nach Anwendungsfall erfolgen, eine Umrechnung von Koordinaten 
von einem System zum anderen ist ohne weiteres möglich.

Werkzeugkasten 
Koordinatensysteme 

Kartesische Koordinaten

Länge in x, y und z-Richtung 

orthogonale Achsen 

Linearkombination der 
Einheitsvektoren

Rotation des Radius r um z-Achse 
um Winkel 

Höhe in z-Richtung

Rotation des Radius r um z-Achse 
um Winkel 

Rotation in der z-r Ebene 



Werkzeugkasten 
Kartesisches Koordinatensystem (rechtshändig)

Rechtssysteme sind in der Robotik üblich und Grundlage der weiteren Betrachtungen. 

Rechte-Hand-Regel 
X = Daumen 

Y = Zeigefinger 

Z = Mittelfinger 

Drehrichtung 
Daumen in Richtung der 
Achse 

Richtung durch um-
schließende Finger

X

Y

Z



Rechenoperationen

Vektoren dienen der Beschreibung von Objekten und Objektlagen im 3-dim. euklidischen Raum, in der Robotik 
zur Beschreibung von Positionen und Orientierungen.

Werkzeugkasten  
Vektoren

Quelle: Bronstein 2012

Kartesische Vektoren
Einheitsvektoren i, j, k 

Vektor a als Linearkombination der Einheitsvektoren 

a = (ax, ay, az)T = ax* i  + ay * j + az * k 

Vektoraddition 

Skalare Multiplikation 

Kreuzprodukt 

30.06.16, 10:15Vektoraddition - Vektoren addieren - Mathebibel.de

Seite 4 von 7http://www.mathebibel.de/vektoraddition

Beispiel

Hinweis: Vektoren höherer Dimensionen werden nach
demselben Prinzip addiert.

Rechenregeln

Kommutativgesetz

Assoziativgesetz

Graphische Vektoraddition
Gegeben sind die beiden Vektoren

Berechne  graphisch.

Zunächst wird der Vektor  eingezeichnet.

+ = + =a⃗ b ⃗ 
⎛

⎝
⎜⎜
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ya

za
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+ = +a⃗ b ⃗ b ⃗ a⃗ 

( + ) + = + ( + )a⃗ b ⃗ c ⃗ a⃗ b ⃗ c ⃗ 

Wusstest du schon, dass du mit deinem
Casio Taschenrechner auch Vektoren
addieren kannst?

#

= ( ) ; = ( ) ;p⃗ 1
3

q ⃗ 3
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30.06.16, 10:17Skalarmultiplikation - Mathebibel.de

Seite 2 von 5http://www.mathebibel.de/skalarmultiplikation

  

Skalarmultiplikation
In der linearen Algebra wird unter einem Skalar meist
nichts anderes als eine reelle Zahl verstanden. Hinter
dem Begriff Skalarmultiplikation verbirgt sich also die
Frage: "Was passiert mit einem Vektor, wenn ich ihn
mit einer (reellen) Zahl multipliziere?". Zum Glück lässt
sich diese Frage leicht beantworten!

Wird ein Vektor  mit einer reellen Zahl  multipliziert,
wird jede Komponente des Vektors mit dieser Zahl
multipliziert.

Wem die Skalarmultiplikation (häufig auch S-
Multiplikation oder skalare Multiplikation genannt)
noch nicht klar ist, sollte sich das folgende Beispiel
anschauen.

Beispiel einer
Skalarmultiplikation
Gegeben ist der Skalar  und der Vektor 

v ⃗ λ

λ ⋅ = λ ⋅ =v ⃗ 
⎛

⎝
⎜⎜

x
y
z

⎞

⎠
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

λ ⋅ x
λ ⋅ y
λ ⋅ z

⎞

⎠
⎟⎟

Wusstest du schon, dass du mit deinem
Casio Taschenrechner auch einen Vektor
mit einem Skalar multiplizieren kannst?

"

λ v ⃗ 

λ = 5; = ;v ⃗ 
⎛

⎝
⎜⎜

2
1
2

⎞

⎠
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3 Vektoren

Lineare Unabhängigkeit

⟶ T



Industrieroboter können als eine Kette von miteinander verbundenen Gelenken modelliert werden.

Zurück zur kinematische Kette 

Verknüpfung von Gelenkkörpern mittels Achse (A) 

Menge zusammenhängender kinematischer Paare 

Rotatorische und translatorische Gelenke

Einfache KK

serielle Kinematik 

paarweise Verknüpfung 

Komplexe KK

parallele Kinematik 

mehrfache Verknüpfung 



Koordinatentransformation 
Beispiel Translation um Vektor t

Linearkombination von Koordinaten und Einheitsvektoren 
a = (ax, ay, az)T = ax* i  + ay * j + az * k 
i = (1, 0, 0)T 

j = (0, 1, 0)T 

k = (0, 0, 1)T

Translation um dx, dy, dz 
t = (dx, dy, dz)T 

Vektoraddition a + t

Anwendung auf Vektor a Translationsvektor t 
a’ = (a’x, a’y, a’z)T = a + t = ax* i  + ay * j + az * k + dx* i  + dy * j + dz * k 
a’= (ax + dx)* i  + (ay + dy) * j + (az + dz) * k 
a’ = (ax + dx , ay + dy , az + dz)T

X

Y

Z

X’

Y’

Z’

t



Anwendungsfall Rotation eines Koordinatensystems

Sinus und Cosinus sind Basis der Berechnung von Rotationen. 

Werkzeugkasten 
Winkelfunktionen Sinus und Cosinus

Quelle: Bronstein 2012

Sinus und Kosinus im Einheitskreis

Länge von Ankathete (sin) und Gegenkathete (cos) in 
Abhängigkeit des Winkels 

Zuordnung von Längen zu einem Winkel 

Skalierung für Hypothenuse beliebiger Länge

Drehung um die z-Achse 

Errechnen der Anteile von x’ auf x und y 

Errechnen der Anteile von y’ auf x und y 

x

y

x’

y’

𝜑



Koordinatentransformation 
Beispiel Rotation um die z-Achse
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α 

z = z´ Linearkombination von Koordinaten und Einheitsvektoren 
a = (ax, ay, az)T = ax* i  + ay * j + az * k 
i = (1, 0, 0)T 

j = (0, 1, 0)T 

k = (0, 0, 1)T

i

j

i’

j’

𝜑

𝜑

Rotation der Einheitsvektoren um 𝜑 

i’ = (cos𝜑, sin𝜑, 0)T  

j’ = (-sin𝜑, cos𝜑, 0)T  

k’ = (0, 0, 1)T= k

Anwendung auf Vektor a mit rot(ax, ay, az, 𝜑) 

a’ = (a’x, a’y, a’z)T = ax* i’  + ay * j ’ ‚+ az * k‘ 
a’ = (ax * (cos𝜑, sin𝜑, 0)T, ay * (-sin𝜑, cos𝜑, 0)T , az * (0, 0, 1)T)T  

a’ = (ax * cos𝜑, ax * sin𝜑, 0)T + (- ay * sin𝜑, ay * cos𝜑)T 

a’ = (ax * cos𝜑 - ay * sin𝜑, ax * sin𝜑 + ay * cos𝜑, 0)T



Matrizenmultiplikation

Matrizen dienen u. a. zur Beschreibung und Kombination von Koordinatentransformationen.

Werkzeugkasten  
Matrizen

Quelle: Bronstein 2012

Matrizen

Matrix A vom Typ (m,n) als System von m mal n 
Elementen 

Verallgemeinerung des Vektors 

komponentenweise Multiplikation und Summation 
der Einträge 

Zeilen von Matrix A mit Spalten der Matrix B 

nicht kommutativ!

30.06.16, 20:35Matrizenmultiplikation – Wikipedia
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Zur Berechnung des
Matrizenprodukts wird das Schema
Zeile mal Spalte angewandt.

9 Verwandte Produkte

10 Literatur

11 Einzelnachweise und Anmerkungen

12 Weblinks

Definition
Die Matrizenmultiplikation ist eine binäre Verknüpfung auf der
Menge der Matrizen über einem Ring  (oft der Körper der reellen
Zahlen), also eine Abbildung

,

die zwei Matrizen  und  eine weitere Matrix 
 zuordnet. Die Matrizenmultiplikation ist dabei nur für den

Fall definiert, dass die Spaltenzahl  der Matrix  mit der Zeilenzahl
der Matrix  übereinstimmt. Die Zeilenzahl  der Ergebnismatrix 
entspricht dann derjenigen der Matrix  und ihre Spaltenzahl 
derjenigen der Matrix . Jeder Eintrag  des Matrizenprodukts berechnet sich dabei über

,

also durch komponentenweise Multiplikation der Einträge der -ten Zeile von  mit der -ten Spalte von 
und durch Summation über alle diese Produkte. Häufig wird bei der Notation einer Matrizenmultiplikation
der Malpunkt weggelassen und man schreibt kurz  statt . Soll die Reihenfolge der Faktoren betont
werden, spricht man „A wird von links mit B multipliziert“ für das Produkt  und „A wird von rechts mit
B multipliziert“ für das Produkt .

Beispiel
Gegeben seien die beiden reellen Matrizen

   und   .

Da die Matrix  ebenso viele Spalten wie die Matrix  Zeilen besitzt, ist die Matrizenmultiplikation 
durchführbar. Nachdem  zwei Zeilen und  zwei Spalten hat, wird das Matrizenprodukt ebenfalls zwei
Zeilen und Spalten aufweisen. Zur Berechnung des ersten Matrixelements der Ergebnismatrix werden die
Produkte der entsprechenden Einträge der ersten Zeile von  und der ersten Spalte von  aufsummiert (die
Sternchen stehen für noch nicht berechnete Elemente):

30.06.16, 20:35Matrizenmultiplikation – Wikipedia
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Zur Berechnung des
Matrizenprodukts wird das Schema
Zeile mal Spalte angewandt.

9 Verwandte Produkte

10 Literatur

11 Einzelnachweise und Anmerkungen
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Definition
Die Matrizenmultiplikation ist eine binäre Verknüpfung auf der
Menge der Matrizen über einem Ring  (oft der Körper der reellen
Zahlen), also eine Abbildung

,

die zwei Matrizen  und  eine weitere Matrix 
 zuordnet. Die Matrizenmultiplikation ist dabei nur für den

Fall definiert, dass die Spaltenzahl  der Matrix  mit der Zeilenzahl
der Matrix  übereinstimmt. Die Zeilenzahl  der Ergebnismatrix 
entspricht dann derjenigen der Matrix  und ihre Spaltenzahl 
derjenigen der Matrix . Jeder Eintrag  des Matrizenprodukts berechnet sich dabei über

,

also durch komponentenweise Multiplikation der Einträge der -ten Zeile von  mit der -ten Spalte von 
und durch Summation über alle diese Produkte. Häufig wird bei der Notation einer Matrizenmultiplikation
der Malpunkt weggelassen und man schreibt kurz  statt . Soll die Reihenfolge der Faktoren betont
werden, spricht man „A wird von links mit B multipliziert“ für das Produkt  und „A wird von rechts mit
B multipliziert“ für das Produkt .

Beispiel
Gegeben seien die beiden reellen Matrizen

   und   .

Da die Matrix  ebenso viele Spalten wie die Matrix  Zeilen besitzt, ist die Matrizenmultiplikation 
durchführbar. Nachdem  zwei Zeilen und  zwei Spalten hat, wird das Matrizenprodukt ebenfalls zwei
Zeilen und Spalten aufweisen. Zur Berechnung des ersten Matrixelements der Ergebnismatrix werden die
Produkte der entsprechenden Einträge der ersten Zeile von  und der ersten Spalte von  aufsummiert (die
Sternchen stehen für noch nicht berechnete Elemente):

A = (aij) mit A ∈ Rmxn ; i ∈ {1, 2, ..., m};  j ∈ {1, 2, ..., n}



Koordinatentransformation 
Homogene Koordinaten

Linearkombination von Koordinaten und Einheitsvektoren 
a = (ax, ay, az)T = ax* i  + ay * j + az * k 
i = (1, 0, 0)T      j = (0, 1, 0)T         k = (0, 0, 1)T

Rotation der Einheitsvektoren um 𝜑 

i’ = (cos𝜑, sin𝜑, 0)T  

j’ = (-sin𝜑, cos𝜑, 0)T  

k’ = (0, 0, 1)T= k

Translation um dx, dy, dz 
Vektoraddition a + t  mit t = (dx, dy, dz)T

Kombination von Rotation und Translation 
Vektoraddition a = (ax, ay, az)T = ax* i  + ay * j + az * k + t

a = (ax, ay, az)T = a * E

Erweiterung auf homogene 

Koordinaten: 

a = (ax, ay, az, 1)T = a * E

Homogene Koordinaten erlauben die formale Kombination von Transformationen in einer Transformationsmatix. 
Die Multiplikation der Vektorkoordinaten mit der Transformationsmatrix führt Rotation und Translation aus.

Beispiel mit zwei Dimensionen



Die (fallspezifische) Multiplikation der Transformationsmatrizen ergibt die Gesamttransformation.

Werkzeugkasten 
Transformationsmatrizen

5. Kinematik

Skalierungen um den Faktor s:

Skal(s) =

0

BBB@

s 0 0 0
0 s 0 0
0 0 s 0
0 0 0 1

1

CCCA (5.6)

Vektoradditionen bzw. Translationen (Verschiebungen) um den Vektor (x, y, z)T :

Trans(x, y, z) =

0

BBB@

1 0 0 x
0 1 0 y
0 0 1 z
0 0 0 1

1

CCCA (5.7)

Rotation um die x-Achse um den Winkel ✓:

Rot(x, ✓) =

0

BBB@

1 0 0 0
0 cos ✓ � sin ✓ 0
0 sin ✓ cos ✓ 0
0 0 0 1

1

CCCA (5.8)

Rotation um die y-Achse um den Winkel ✓:

Rot(y, ✓) =

0

BBB@

cos ✓ 0 sin ✓ 0
0 1 0 0

� sin ✓ 0 cos ✓ 0
0 0 0 1

1

CCCA (5.9)

Rotation um die z-Achse um den Winkel ✓:

Rot(z, ✓) =

0

BBB@

cos ✓ � sin ✓ 0 0
sin ✓ cos ✓ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

CCCA (5.10)

Drehrichtungen: Eine Drehung mit positivem Drehwinkel um eine Achse liegt
dann vor, wenn die Achsenrichtung dem Daumen und die Drehrichtung den
Fingern der rechten Hand entspricht (Rechte-Hand-Regel, Abb. 5.1). Das be-
deutet im Einzelnen:

• Eine positive Drehung um die x-Achse dreht die y-Achse auf die z-Achse
hin,
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Grundlegendes Modell 
Vorwärtskinematik 
Modellierungskonventionen 



Modell eines Roboters 
Kinematische Kette 

Konvention nach Denavit Hartenberg (DH-Parameter): 
Richtlinie zur Festlegung der Gelenkkoordinatensysteme 

Erleichtert Transformation der KS 

DH-Parameter als Beschreibung des jeweiligen Aufbaus

Gelenk ai αi di θi

1 0 0 d1 θ1

2 0 0 d2 θ2

3 0 -90° d3 θ3

4 0 0 d4 θ4

ai Translation um Armlänge 

αi Verwindung um die x-Achse 

di Gelenkabstand, Translation (Höhe) 

θi Rotation um die Zn-1-Achse



Festlegung der Koordinatensysteme nach Vorschlag von Denavit und Hartenberg führt zu einer 
Vereinheitlichung und einer Vereinfachung der Transformationen.

Vorgehen Gesamttransformation Denavit-Hartenberg
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Achse Θ d a α
1 1Θ 0 1a 2π−

2 2Θ 0 2a 0
3 3Θ 0 3a 2π−

4 4Θ 4d 0 2π

5 5Θ 0 0 2π−

6 6Θ 0 0 0

Konstruktive Parameter 

Gelenkstellung als variabler Parameter

Achse θ d a α
1 θ1 0 a1 (80) -π/2
2 θ2 0 a2 (60) 0
3 θ3 0 a3 (40) -π/2
4 θ4 d4 (20) 0 π/2
5 θ5 0 0 -π/2
6 θ6 0 0 0



 D-H-Parameter liefern Vereinheitlichung und einfachere Transformationen!

Denavit-Hartenberg

Vorgehen 
Festlegung der Bezugssysteme

Regeln/Vorgehen zur Beschreibung zweier benachbarter Bezugssysteme durch vier 
Transformationen als D-H-Parameter 

Koordinatensystem n-1 in Koordinatensystem n mittels 2 Rotationen und 2 Translationen 

abhängig von Gelenkwinkel und Konstruktion (Achsversatz und Armlänge) des Roboters 

1. Rotation um n um die Achse zn-1 bis xn-1 parallel zu xn liegt 

2. Verschiebung um dn in Richtung zn-1 bis sich xn-1 und xn decken 

3. Verschiebung um an in Richtung xn bis Koordinatenursprünge gleich sind 

4. Rotation um n um die Achse xn bis die Koordinatensysteme identisch sind 

Wie muss ich KSn-1 schrittweise drehen/ verschieben, so dass es mit KSn übereinstimmt?



D-H-Parameter  
Beispiel SCARA

 

Praktikumsarbeit Direkte und inverse Koordinatentransformation 27 / 96 

2.1.3 SCARA 4 Achs Roboter: 
 
Im folgenden wird der turbo SCARA Roboter Schritt für Schritt in EASY-ROB erstellt. 
 
In den Transformationen: - Standard RRR:RRR 
 - Denavit-Hartenberg 
 - Universal Koordinaten 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Parameter in der Tabelle wurden aus dem Datenblatt des Roboters entnommen. 
 
 

Achse Maß in mm 
A 700 
B 330 
C 270 
D 70 

 

turbo SCARA SR6 

D 
A 

SCARA1 

B C 
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Praktikumsarbeit Direkte und inverse Koordinatentransformation 28 / 96 

2.1.3.1 Standard RRR:RRR 
 
Die Transformation Standard RRR:RRR ist für einen Standard Roboter mit 6 Achsen 
geeignet. 
Der Bosch turbo SCARA hat 4 Achsen RRTR, deshalb kann die Transformation Standard 
RRR:RRR nicht angewandt werden. 
 
 

2.1.3.2 Denavit-Hartenberg 
 
Die Tabelle wurde mittels Denavit-Hartenberg erstellt und die Werte wurden aus dem 
Datenblatt entnommen. 
 
Hinweise dazu siehe:  1.5 Denavit-Hartenberg  
 3.1.2 Denavit-Hartenberg  - SCARA Roboter. 
 

Achse Θ in ° d in mm a in mm α in ° 
1 RZ=0° 0 330 0 
2 RZ=0° 0 270 0 
3 TZ=0° 0 0 0 
4 RZ=0° -70 0 0 

 
Bei turbo SCARA ist die Stativlänge A optional. Darum wird sie bei Denavit-Hartenberg in 
EASY-ROB nicht beachtet. Sie wird gesondert in EASY-ROB angegeben. 
 
Erstellung mit EASY-ROB. 

 
 
Schritt 1: 
Auswahl der Transformation: 
 
Robotics/ Robot Kinematics/ Create new 
Robot/ Denavit-Hartenberg Notation 
Schritt 2: 
Auswahl der aktive Achsen 
(1 - Active Joints). 
 
Schritt 3: 
Aktive Achse 1 (2 - activ Jnt 1) wählen. 
 
 
 
 
Schritt 4: 
Rotation um z. 
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Im folgenden wird der turbo SCARA Roboter Schritt für Schritt in EASY-ROB erstellt. 
 
In den Transformationen: - Standard RRR:RRR 
 - Denavit-Hartenberg 
 - Universal Koordinaten 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Parameter in der Tabelle wurden aus dem Datenblatt des Roboters entnommen. 
 
 

Achse Maß in mm 
A 700 
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SCARA1 

B C 



Ergebnis ist die Transformationsmatrix für die Achse n. Die Kombination aller Achstransformation ergibt die 
Gesamttransformation.

Gesamttransformation einer Achse:

Vorgehen 
Transformationsmatrix für D-H

 

Praktikumsarbeit Direkte und inverse Koordinatentransformation 10 / 96 

Die Gesamttransformation einer Achse lautet: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Diese Matrix kann an jeder weiteren Gelenkachse angewandt werden. 
 
Die allgemeine Gesamttransformation lautet: 
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m
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−
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+

+ ∗=         (wie ist Tn+1 aus Tn entstanden usw.) 
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1
2
1

1

0

 

 
 
Daraus ergibt sich: xTCP 
 yTCP 
 zTCP    im Bezug zum Basiskoordinatensystem (0,0,0) 
 
 
Aus der Denavit-Hartenberg Transformation (Vorwärtstransformation) gesamtT  lässt sicht 

jetzt die inverse Transformation (Rückwärtstransformation) 1−
gesamtT  erstellen. 

 
 
Übung an Beispielen siehe dazu: 

3.1.1 Allgemeine Erläuterung zum erstellen von Denavit-Hartenberg 
3.1.2 Denavit-Hartenberg  - SCARA Roboter 
3.1.3 Denavit-Hartenberg  - KUKA Roboter 
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Durch Auswertung der berechneten Gesamttransformationsmatrix und deren Eigenschaften läßt sich die 
Stellung des Effektors bestimmen. 

Gesamttransformation Matrizenprodukt aller Achstransformationen:

Vorgehen 
Vorwärtskinematik

TG = T1 * T2 * …. TN mit N = Anzahl der Achsen

5.1. Beschreibung einer Roboterstellung

Die Transformationsmatrix ist

T = Trans(1, 2, 3) ·Rot(x, 90) =

0

BBB@

1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3
0 0 0 1

1

CCCA

0

BBB@

1 0 0 0
0 0 �1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

CCCA =

0

BBB@

1 0 0 1
0 0 �1 2
0 1 0 3
0 0 0 1

1

CCCA

Der Raumpunkt erhält die neue Position

P3 = TP1 =

0

BBB@

1 0 0 1
0 0 �1 2
0 1 0 3
0 0 0 1

1

CCCA

0

BBB@

5
6
7
1

1

CCCA =

0

BBB@

6
�5
9
1

1

CCCA

Alternativ kann die Transformation des Punktes in zwei Schritten durch-
geführt werden. Im ersten Schritt wird die Rotation durchgeführt und wir
erreichen den Zwischenpunkt P2:

P2 = Rot(x, 90)P1 =

0

BBB@

1 0 0 0
0 0 �1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

CCCA

0

BBB@

5
6
7
1

1

CCCA =

0

BBB@

5
�7
6
1

1

CCCA

In einem zweiten Schritt wird mit P2 die Translation durchgeführt:

P3 = Trans(1, 2, 3)P2 =

0

BBB@

1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3
0 0 0 1

1

CCCA

0

BBB@

5
�7
6
1

1

CCCA =

0

BBB@

6
�5
9
1

1

CCCA

5.1.6. Weitere Eigenschaften homogener
Matrizen

Um die zu beschreibenden Eigenschaften klar formulieren zu können, benen-
nen wir die Komponenten einer beliebigen homogenen Transformationsmatrix
wie folgt:

T =

0

BBB@

nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

1

CCCA (5.15)

1) Wenn die Transformation aus mehreren Rotationen und einer abschließen-
den Translation besteht, stellt ~p den Translationsanteil dar und die Vektoren
~n,~o,~a den Rotationsanteil dar.
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G

5. Kinematik

3. Zeile, 1. Spalte: sin�y = �nz �y = arcsin(�nz)

3. Zeile, 2. Spalte: cos�y sin�x = oz �x = arcsin( oz
cos�y

)

1. Zeile, 1. Spalte: cos�z cos�y = nx �z = arccos( nx
cos�y

)

Diese Bestimmungsgleichungen führen aus mehreren Gründen bisweilen zu
Problemen:

• arcsin und arccos haben in manchen Bereichen eine unendliche Steigung,
dies führt zu Bestimmungs- und Genauigkeitsproblemen.

• Bei �y = 90o ergibt sich eine Division durch Null.

• arcsin und arccos sind mehrdeutig.

Man kann aber aus Gl. 5.17 weitere Beziehungen ableiten, die eine u.U. besse-
re Bestimmung der Orientierungswinkel gestatten [6]:

�z = arctan(
ny

nx
)

�y = arctan(
�nz

nx cos�z + ny sin�z
) (5.18)

�x = arctan(
ax sin�z � ay cos�z

oy cos�z � ox sin�z
)

Beispiel Die Hand eines Roboters wird aus dem raumfesten Koordinaten-
system erzeugt durch die Transformation 0TH. Wie ist die Orientierung der
Hand?

0TH =

0

BBB@

0 �1 0 6
0.8660 0 0.5000 7
�0.5000 0 0.8660 8

0 0 0 1

1

CCCA

Um die Orientierung zu berechnen, wird der Translationsanteil (6, 7, 8, 1)T au-
ßer acht gelassen und die Rotationswinkel nach Gl. 5.18 bestimmt. Es ergibt
sich:

�z = arctan(
ny

nx
) = arctan(1) = 90o

�y = arctan(
�nz

nx cos�z + ny sin�z
) = arctan(

0.5

0.8660
) = 30o

�x = arctan(
ax sin�z � ay cos�z

oy cos�z � ox sin�z
) = arctan(0) = 0o
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Orientierung des Effektors:

Position des Effektors:

p = (px, py, pz)TEigenschaften/Elemente der Matrix:
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